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Résumé

Grothendieck attache à une variété abélienne sur un corps de nombres

des groupes de monodromie �nie en chaque place de mauvaise réduc-

tion. On montre l'existence de variétés abéliennes avec monodromie

�nie de p-partie maximale pour p impair ainsi qu'une nouvelle borne

sur la 2-partie de ces groupes dans le cas d'une variété abélienne avec

multiplication complexe (CM). On montre que cette borne est atteinte.

La construction se fait par torsion de variétés abéliennes CM ce qui

fait intervenir la résolution de problèmes de Grunwald.

Abstract. In this paper we study the wild part of the �nite monodromy
groups of abelian varieties over number �elds. We solve Grunwald problems
for groups of the form Z/pZ o Sn over number �elds to build CM abelian
varieties with maximal wild �nite monodromy in the odd prime case. For the
even prime case we prove a new bound on the 2-part of the order of the �nite
monodromy group for CM abelian varieties and build varieties that reach it.

Keywords. abelian varieties ; complex multiplication ; �nite monodromy ;
semi-stable reduction ; Grunwald problem.

1 Introduction

1.1 Contexte et motivation

Les groupes de monodromie �nie d'une variété abélienne sont d'abord
introduits par Serre dans [Se1] dans le cas des courbes elliptiques. Pour une
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variété abélienne A de dimension quelconque sur un corps local à corps rési-
duel algébriquement clos, Grothendieck montre l'existence d'une plus petite
extension, qui est galoisienne, sur laquelle A atteint réduction semi-stable
dans [SGA] exposé IX. Le groupe de monodromie �nie de A est alors dé�ni
comme le groupe de Galois de cette extension. Dans le cas où A est une
variété abélienne sur un corps de nombres K, on obtient par cette construc-
tion pour chaque place non archimédienne v de K un groupe de monodromie
�nie en v de A, que l'on note ΦA,v, qui représente l'obstruction locale à la
semi-stabilité de A. Ces groupes sont ensuite étudiés par Silverberg et Zarhin
dans [SZ1] et [SZ2]. Dans [SZ1], il est montré que le cardinal d'un groupe de
monodromie �nie ΦA,v divise le ppcm des cardinaux des sous-groupes �nis
de GL2g(Q) où g est la dimension de A. Ce ppcm, que l'on note M(2g), est
calculé par Minkowski en 1887 et est appelé borne de Minkowski. Pour tout
nombre premier p et tout entier naturel non nul n on pose

r(n, p) =
∑
i≥0

⌊ n

pi(p− 1)

⌋
.

Alors la borne de Minkowski est donnée par

M(n) =
∏
p

pr(n,p).

Cette borne de divisibilité est atteinte en dimension 1 car le groupe
SL2(F3), qui est le groupe des automorphismes de la courbe supersingulière
sur F2, est le groupe de monodromie �nie en 2 de la courbe elliptique sur Q

E : y2 = x3 − 2x2 − x

(voir le paragraphe 5.9.1 [Se1]). On a Card SL2(F3) = M(2) = 24. La liste
des groupes de monodromie �nie pour les surfaces abéliennes fait l'objet
de [SZ2]. Plus précisément ils établissent une liste de groupes �nis telle que
toute surface abélienne sur un corps de nombres ou local prend ses groupes de
monodromie �nie dans la liste. Ensuite ils montrent que chacun des groupes
de la liste est le groupe de monodromie �nie d'une surface abélienne sur un
corps local d'égale caractéristique. On peut véri�er que la borne de Minkowski
n'est atteinte pour aucun des groupes de la liste, en revanche c'est le plus
petit commun multiple des cardinaux des groupes listés. En particulier, on
trouve pour chaque premier p une surface abélienne Ap sur un corps local Kp

(d'égale caractéristique p) telle que
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vp(Card ΦAp) = vp(M(4)) = r(4, p).

On se propose dans cet article de montrer une assertion analogue pour
les corps de nombres et en dimension arbitraire. On va donc s'intéresser à
la construction de variétés abéliennes de toutes dimensions sur des corps de
nombres dont la p-partie des groupes de monodromie �nie est maximale.
Cette étude nous amène à montrer une nouvelle borne pour la 2-partie du
cardinal d'un groupe de monodromie �nie d'une variété abélienne potentiel-
lement CM.

1.2 Énoncé des résultats

Théorème 1.1. Soient g un entier naturel non nul et K un corps de nombres
non rami�é en 2. On note p1, . . . , pn les diviseurs premiers impairs deM(2g).
Alors il existe une extension �nie L de K telle que pour chaque i ∈ {1, . . . , n}
il existe une variété abélienne Ai de dimension g principalement polarisée sur
L et une place vi de L avec

Card ΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

et il existe une variété abélienne principalement polarisée A de dimension g
sur L et une place v de L telles que

Card ΦA,v = 2r(2g,2)+1−g.

La p-partie des groupes de monodromie �nie dont le théorème assure
l'existence est donc maximale, sauf lorsque p est pair. La construction des
variétés abéliennes Ai repose sur la théorie de la multiplication complexe et le
manque, lorsque p = 2, s'explique par le théorème suivant, résultat principal
de la partie 5 qui avec le théorème 4.5 donne l'égalité

Card ΦA,v = 2r(2g,2)+1−g

dans l'énoncé précédent.

Théorème 1.2. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps
de nombres K telle que AK est CM. Alors on a

v2(Card ΦA,v) ≤ r(2g, 2) + 1− g
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pour toute place ultramétrique v de K. De plus, l'égalité ne peut intervenir
que lorsque une composante isotypique de AK est isogène à une puissance de
la courbe elliptique y2 = x3 − x.

Lorsque A est isotypique et que A a multiplication complexe par Z, il
est connu depuis [ST] que ΦA,v est un sous-groupe du groupe des racines de
l'unité de Z. Si l'on ne suppose plus que A est CM mais seulement que AK
l'est alors le degré [KA : K] intervient dans la majoration où KA est le corps
de dé�nition des endomorphismes de AK . Ce degré est étudié dans [Ré] et
[GK] ; ces derniers obtiennent

v2([KA : K]) ≤ r(2g, 2)− g − 1.

On obtient alors la borne en combinant les deux approches de façon adaptée
à notre contexte.

La construction des variétés abéliennes de l'énoncé du théorème 1.1 se fait
par une adaptation aux corps de nombres des techniques de [SZ2] qui sont uti-
lisées dans le cas de corps locaux d'égales caractéristiques p. Précisément on
construit ces variétés abéliennes comme formes tordues de variétés abéliennes
avec multiplication complexe (CM). Pour cela on e�ectue deux généralisa-
tions du théorème 4.3 de torsion de [SZ2], l'une aux corps de nombres et
l'autre avec des hypothèses réduites, qui permettent de construire des varié-
tés abéliennes avec des groupes de monodromie �nie prescrits. Pour déduire
de ces théorèmes le résultat principal on a besoin d'une part de l'existence de
variétés abéliennes avec des gros groupes d'automorphismes et d'autre part
de l'existence d'extensions galoisiennes de corps de nombres avec des gros
groupes d'inertie en des places choisies.

En partie 2 on montre l'existence de variétés abéliennes CM qui ont Z[ζp]
pour anneaux d'endomorphismes ainsi que les autres énoncés sur les variétés
abéliennes CM et polarisations utiles à la suite du texte. L'obstruction à cette
approche, pour p = 2, vient du fait que l'on ne dispose pas, en caractéristique
nulle, d'une courbe supersingulière. On remarque que la courbe E donnée en
partie 1.1 n'est pas CM.

La partie 3 est consacrée aux résultats d'arithmétique des corps de nombres
nécessaires pour appliquer les théorèmes de torsion. On commence pour cela
de manière analogue à [SZ2] en établissant l'existence d'extensions locales
pour des p-groupes prescrits. On résout ensuite des problèmes de Grunwald
pour des produits en couronne de la forme Z/pmZ oSn. On traite à part la
construction pour p = 2 qui nécessite une attention particulière. Dans tous
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les cas, bien qu'on cherche à produire des groupes de monodromie �nie qui
sont des p-Sylow des groupes concernés, on travaille avec les groupes com-
plets pour permettre la résolution du problème de Grunwald qui se pose (i.e.
le passage d'extensions locales à une extension d'un corps de nombres).

1.3 Rappels sur les groupes de monodromie �nie

Soient A une variété abélienne de dimension g sur un corps de nombres
K et v une place non archimédienne de K de caractéristique résiduelle p. On
note I le groupe d'inertie d'une extension v de v à K, Kv la complétion de K
en v et Knr

v l'extension maximale non rami�ée de Kv. Soit ` 6= p un nombre
premier. L'action du groupe de Galois absolu Gal(K/K) sur le module de
Tate T`A de A induit une représentation `-adique

ρA,` : Gal(K/K) −→ GL2g(Q`).

On note G le groupe algébrique linéaire obtenu comme adhérence pour
la topologie de Zariski de l'image de ρA,` restreinte à I dans GL2g.

Dé�nition 1.3. Le groupe de monodromie �nie de A en v noté ΦA,v est le
groupe des composantes G/G◦.

On note IA,v le noyau du morphisme naturel, surjectif I → G/G◦(Q`).
On a donc ΦA,v = I/IA,v par dé�nition.

Il est démontré dans [SZ1] (théorème 4.2) que cette dé�nition est équiva-
lente à celle de Grothendieck et en particulier

IA,v = {σ ∈ I | ρA,`(σ) est unipotent}.

Dans le cas où A a bonne réduction potentielle cette égalité devient

IA,v = Ker ρA,`|I .

Le résultat fondamental sur les groupes de monodromie �nie est le suivant.

Théorème 1.4. (Grothendieck) La variété abélienne A a réduction semi-
stable en v si et seulement si ΦA,v = {1}.

Il suit de la dé�nition et du résultat fondamental les propriétés suivantes :
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(i) Le sous-groupe IA,v de I dé�nit une extension galoisienne (Knr
v )A,s de

Knr
v qui est la plus petite extension sur laquelle AKnr

v
atteint réduction

semi-stable. Autrement dit, si L est une extension de Knr
v telle que AL

a réduction semi-stable alors (Knr
v )A,s ⊂ L. En particulier on a

Card ΦA,v = [(Knr
v )A,s : Knr

v ].

(ii) Les groupes de monodromie �nie sont invariants par isogénie et puis-
sance. De plus, si B est une variété abélienne sur K on a l'inclusion

(Knr
v )A×B,s ⊂ (Knr

v )A,s(K
nr
v )B,s.

(iii) Si L est une extension �nie de K et w | v est une place de L non
rami�ée alors

ΦAL,w = ΦA,v.

On �nit par remarquer que suite au résultat fondamental et à la propriété
(i) on peut toujours, par un résultat d'approximation faible (voir par exemple
la proposition 3.4 ci-dessous), construire une extension �nie L de K rami�ée
seulement en v et des places de caractéristiques résiduelles arbitrairement
grandes telle que AL a réduction semi-stable aux places de L au-dessus de v.

2 Existence de variétés CM principalement po-

larisées

On rappelle au préalable la convention pour les variétés abéliennes CM
que l'on utilise ici.

Dé�nition 2.1. Soit A une variété abélienne de dimension g sur K. On
dit que A est CM s'il existe une Q-algèbre commutative semi-simple F de
dimension 2g et une injection

F → Q⊗ EndA.

On dit dans ce cas que A a multiplication complexe par F .
Dans le cas où AK est CM on dit que A est potentiellement CM.

On commence par la proposition d'existence des variétés abéliennes CM
qui nous intéressent dans la suite.
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Proposition 2.2. Soient p un nombre premier impair, ζp une racine pri-
mitive p-ième de l'unité et ` > p un nombre premier. Il existe un corps de
nombres K et une variété abélienne A sur K de sorte que

(i) dimA = p−1
2

;
(ii) EndA ' Z[ζp];
(iii) A admet une polarisation principale.

De plus on peut choisir K rami�é seulement au-dessus de p et des places de
caractéristiques résiduelles supérieures à ` avec A de bonne réduction sur K.

Démonstration. On commence par trouver une variété abélienne A sur C qui
véri�e (i), (ii) et (iii).

On note α =
ζp−ζ−1

p

p
∈ Q(ζp). Pour tout plongement τ : Q(ζp) → C

l'image τ(α) de α est un imaginaire pur que l'on note iβτ . Alors

Φ = {τ : Q(ζp)→ C | βτ > 0}

dé�nit un type CM de Q(ζp) qui est primitif. Il su�t de voir pour cela que

G = {σ ∈ Gal(Q(ζp)/Q) | Φσ = Φ} = {id}

par la proposition 26 de [Sh]. Si l'on fait correspondre à chaque élément de ce
groupe de Galois son image de ζp, Φ correspond aux racines primitives p-èmes
de l'unité sur le demi-cercle supérieur. On véri�e qu'un élément σ non trivial
ne laisse pas stable le demi-cercle supérieur ce qui donne bien G = {id}.

Le type CM primitif Φ dé�nit une structure complexe sur Q(ζp) ⊗ R.
On va maintenant montrer que le tore complexe A = Q(ζp)⊗R/Z[ζp] a les
propriétés voulues. La dimension de A est bien p−1

2
ce qui donne (i). Pour

(x, y) ∈ (Q(ζp)⊗R)2 on pose

H(x, y) = 2
∑
τ∈Φ

βττ(x)τ(y).

On véri�e suivant [Mu] p. 212 que H est une forme de Riemann avec

ImH(Z[ζp],Z[ζp]) = Z.

Plus précisément on calcule la matrice de ImH dans la base (1, ζp, . . . , ζ
p−2
p ).
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On calcule

H(ζmp , ζ
n
p ) = 2

∑
τ∈Φ

βττ(ζm−np )

= −2i
∑
τ∈Φ

τ(α · ζm−np )

ce qui donne
ImH(ζmp , ζ

n
p ) = −TrQ(ζp)/Q(αζm−np )

ce qui vaut 0 si |m − n| 6= 1, 1 si m = n + 1 et −1 sinon. Cela donne pour
matrice de ImH 

0 −1 0

1 0
. . .

. . . . . . −1
0 1 0


qui a donc déterminant 1. On obtient que le tore complexe A est une variété
abélienne et H dé�nit une polarisation principale. Pour (ii) on a l'inclusion
Z[ζp] ↪→ EndA et l'égalité vient du fait que A est simple car Φ est primitif.

On sait, par la théorie des variétés abéliennes CM que A est dé�nie sur
un corps de nombres K. On va maintenant montrer que l'on peut choisir K
comme dans l'énoncé.

Le corps ré�exe de (Q(ζp),Φ) est encoreQ(ζp) carQ(ζp) est une extension
abélienne et Φ est un type primitif. On note η la norme de type associée à Φ
c'est-à-dire, pour x ∈ Q(ζp),

η(x) =
∏
τ∈Φ

τ(x).

L'application η s'étend en un morphisme sur les idèles A×Q(ζp) → A×Q(ζp) que

l'on note encore η. On dispose de plus de l'application qui associe à s ∈ A×Q(ζp)

la norme de sa partie ultramétrique que l'on note N(s). On considère le sous-
groupe 1

p
Z[ζp] ⊂ Z[ζp] qui est tel que

A[p] =
1

p
Z[ζp]/Z[ζp].

Par le corollaire 18.9 p. 130 de [Sh] le corps des modules de A muni de
ses endomorphismes, de sa polarisation et de sa p-torsion est une extension
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abélienne K de Q(ζp) associée par la théorie du corps de classes au sous-
groupe des idèles

T = {s ∈ A×Q(ζp) | ∃q ∈ Q(ζp)
×, qui véri�e


qqN(s) = 1,

qη(s)Z[ζp] = Z[ζp]

(qη(s)− 1)1
p
Z[ζp] ⊂ Z[ζp]

}.

Véri�ons que celui-ci contient le sous-groupe

U(p) = {s ∈ A×Q(ζp) | sp ∈ O
×
p,Q(ζp) pour tout p et sp ≡ 1 mod p si p | p}.

Soit s ∈ U(p). Alors on a directement N(s) = 1 et η(s)Z[ζp] = Z[ζp]. La
congruence donne de plus la divisibilité p | η(s)− 1 et donc l'inclusion

(η(s)− 1)
1

p
Z[ζp] ⊂ Z[ζp]

ce qui assure s ∈ T avec q = 1.
Ceci montre que K est contenu dans l'extension abélienne de Q(ζp) asso-

ciée à U(p). Celle-ci n'est rami�ée qu'en l'unique idéal de Q(ζp) au-dessus de
p donc il en va de même de K. Finalement, le théorème 21.1 de [Sh] assure
que K est un corps de dé�nition de A.

La variété abélienne A a sa p-torsion dé�nie surK donc par la proposition
4.7 de l'exposé IX de [SGA] elle a réduction semi-stable en toutes les places
non archimédiennes de K qui ne sont pas au-dessus de p. Par ailleurs comme
A est CM, par le théorème 6. a) de [ST] elle a bonne réduction potentielle
donc bonne réduction en ces places. Quitte à faire une extension �nie L/K
rami�ée seulement en les places au-dessus de p et des places de caractéris-
tiques résiduelles supérieures à ` la variété abélienne AL a bonne réduction
sur L (voir paragraphe 1.3).

Remarque 2.3. En particulier la variété abélienne A du lemme précédent
est CM et a multiplication complexe par Q(ζp).

Soit (A, λ) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps K.
Soit B une variété abélienne sur K telle qu'il existe une extension �nie galoi-
sienne L et un isomorphisme ϕ : BL → AL. Alors, comme la construction de la
variété duale est fonctorielle, on a un isomorphisme ϕ∨ : A∨L → B∨L . Il suit que
BL a une polarisation principale ϕ∗λ, i.e. un isomorphisme BL ' B∨L donné
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par (ϕ∨)◦λ◦ϕ.On dispose par ailleurs de l'involution de Rosati correspondant
à λ sur EndAL ⊗Q dé�nie par † : f 7→ λ−1 ◦ f∨ ◦ λ. On donne maintenant
un critère pour que ϕ∗λ provienne d'une polarisation principale de B. On
note c le cocycle qui représente la classe de B dans H1(Gal(L/K),AutAL),
c'est-à-dire

c : Gal(L/K) −→ AutAL
σ 7−→ ϕ ◦ σ(ϕ)−1.

Lemme 2.4. La polarisation principale ϕ∗λ provient de B si et seulement
pour tout σ ∈ Gal(L/K) l'égalité

c(σ)†c(σ) = id

est véri�ée.

Démonstration. On remarque d'abord que ϕ∗λ provient de B si et seulement
si elle est �xée par l'action de Galois, c'est-à-dire si et seulement si

σ(ϕ∗λ) = ϕ∗λ

pour tout σ ∈ Gal(L/K).
Or pour σ ∈ Gal(L/K), on a

σ(ϕ∗λ) = σ(ϕ∨ ◦ λ ◦ ϕ)

= σ(ϕ∨) ◦ σ(λ) ◦ σ(ϕ).

L'égalité σ(ϕ∗λ) = ϕ∗λ est donc équivalente à

σ(ϕ∨) ◦ σ(λ) ◦ σ(ϕ) = ϕ∨ ◦ λ ◦ ϕ

soit à
λ = c(σ)∨ ◦ λ ◦ c(σ)

et �nalement à
c(σ)†c(σ) = id.

On termine cette partie par un lemme sur les variétés abéliennes isoty-
piques qui sera utile en partie 5.
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Lemme 2.5. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K telle
que AK est isotypique et CM . Soit KA le corps de dé�nition des endomor-
phismes de AK. Alors la variété abélienne A′ = AKA

est isotypique. Il existe
une variété abélienne B de dimension d sur KA telle que A′ est isogène à Bh

pour un entier h ≥ 0. De plus on a

Q⊗ EndB ' Z

où Z est un corps CM de dimension 2d sur Q avec 2dh = 2g.

Démonstration. Comme AK est isotypique l'algèbre EndAK⊗Q = EndA′⊗
Q est simple ce qui montre que A′ est isotypique. Il existe donc une variété
abélienne simple B surKA telle que A est isogène à Bh pour un certain h ≥ 0.
La proposition 1.3.2.1 et le théorème 1.3.4 de [CCO] donnent le résultat.

3 Le problème de Grunwald pour certains pro-

duits en couronne

Soient G un groupe �ni, k un corps de nombres et S un ensemble �ni
de places de k. Le problème de Grunwald consiste à trouver une extension
galoisienne L/k de groupe G et de comportement local prescrit aux places
de S. Pour plus de détails à ce sujet, on renvoie le lecteur à la partie 2 de
[Ch].

Dé�nition 3.1. Soient G un groupe �ni et n un entier naturel. On note
G oSn le produit semi-direct de Gn et Sn où le groupe symétrique Sn agit
par permutations sur Gn.

Notre but est de montrer que certains problèmes de Grunwald pour les
groupes Z/pmZ oSn, où p,m et n varient, sont résolubles quitte à grossir le
corps de base k dans un premier temps. Dans un second temps, on s'intéres-
sera au cas, plus di�cile, du groupe (Z/4Z oSn) o Z/2Z.

Pour un groupe �ni G, on a par dé�nition

CardG oSn = n!(CardG)n.

Lemme 3.2. Soient p un nombre premier impair et n un entier naturel. On
a

vp(CardZ/pZ oSn) = n+
∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
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et

v2(CardZ/4Z oSn) = 2n+
∞∑
k=1

⌊
n

2k

⌋
.

Démonstration. Cela découle directement de la dé�nition et de la formule de
Legendre

vp(n!) =
∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
pour tout nombre premier p.

Remarque 3.3. On remarque que si, pour un entier naturel non nul g �xé
et un nombre premier impair p, on choisit n = b 2g

p−1
c, alors

vp(CardZ/pZ oSn) = r(2g, p).

Pour le nombre premier 2, on a seulement

v2(CardZ/4Z oSg) = r(2g, 2)− g

en prenant n = g.
Les groupes Z/pZ et Z/4Z correspondent aux groupes des racines de

l'unité dans Z[ζp] et Z[i] respectivement. Si l'on disposait d'une courbe ellip-
tique avec le groupe des quaternions comme groupe d'automorphismes alors
le calcul serait ici

v2(CardQ8 oSg) = r(2g, 2).

3.1 Les groupes Z/pmZ oSn

Dans cette sous-partie, on traite le cas des groupes Z/pmZ oSn, où p, n
et m varient. La résolution du problème de Grunwald pour ces groupes dé-
coulera des travaux de Saltman dans [Sa] après quelques propositions de pré-
paration. On construit dans un premier temps, pour un corps de nombres k,
une extension K de k sur laquelle on montrera que le problème est résoluble.

On commence par deux résultats 1 standards.

1. Le deuxième résultat et sa preuve nous ont été communiqués par Akio Tamagawa,

ce qui permet, avec la maîtrise de la rami�cation locale, une présentation plus élégante de

nos résultats.
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Proposition 3.4. Soient K un corps de nombres et v1, . . . , vn des places
ultramétriques de K. Soient K ′i/Kvi des extensions �nies ayant même degré
d. Alors il existe une extension K ′/K avec une unique place wi|vi pour chaque
i telle que K ′wi

' K ′i et [K ′ : K] = d.

Démonstration. Les extensions K ′i/Kvi sont données par des polynômes uni-

taires gi =
d∑
j=0

bijX
j de degré d par le théorème de l'élément primitif. Par ap-

proximation faible quelque soit ε > 0, il existe un polynôme f =
d∑
j=0

ajX
j ∈

K[X] tel que |aj − bij|vi < ε pour tout i, j. Par continuité des racines dans
le cas non archimédien on déduit que f est irréductible dans Kvi [X] donc
dans K[X], pour ε assez petit. Soit K ′ = K[X]/(f). Par construction il n'y
a qu'une seule place v′i de K

′ au-dessus de vi pour chaque i. De plus pour
tout i on a

Kvi ⊗K K ′ = Kvi [X]/(f) ' K ′i.

L'isomorphisme de droite s'obtient, lorsque ε est assez petit, par [Na] propo-
sition 5.9 page 207.

Ce résultat est à comparer à d'autres résultats classiques, voir par exemple
le chapitre 6 de [Ri] et particulièrement le théorème 4.

Lemme 3.5. Soient K un corps de nombres et v une place �nie de K au-
dessus de p. Le pro-p quotient maximal H du groupe de Galois absolu G de
Knr
v est un pro-p groupe libre de rang in�ni dénombrable.

Démonstration. Par les théorèmes 9.3 et 9.7 de [Ko] le groupe H est pro-p
libre. Par ailleurs, la suite spectrale d'Hochschild-Serre donne un isomor-
phisme

H1(H,Fp) ' H1(G,Fp)

avec H1(G,Fp) = lim−→H1(Gn,Fp) où Gn est le groupe de Galois absolu de
l'unique extension non rami�ée de degré n de Kv. Par les théorèmes 3.9.1
et 7.5.11 de [NSW] on a de plus dimH1(Gn,Fp) ≥ n ce qui donne que la
dimension de H1(H,Fp) est in�nie dénombrable. Le théorème 3.9.1 de [NSW]
permet alors de conclure que H est de rang in�ni dénombrable.
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Lemme 3.6. Soit G un p-groupe �ni. Alors pour tout corps de nombres
k et toute place v de corps résiduel de caractéristique p de k, il existe une
extension �nie non rami�ée K(v) de kv telle que G est le groupe de Galois
d'une extension totalement rami�ée L(v)/K(v).

Démonstration. Par le lemme 3.5, on dispose d'une extension galoisienne de
knr
v de groupe de Galois H un pro-p groupe libre de rang in�ni dénombrable.
Soit (sn)n∈N une base de ce groupe. On dé�nit un morphisme surjectifH → G
en choisissant des images presque toutes égales à 1G des sn. Ceci détermine
une extension galoisienne de knr

v de groupe G. Cette extension descend en une
extension galoisienne L(v)/K(v) de même groupe pour un choix convenable
de K(v) ⊂ knr

v extension �nie de kv.

Le résultat de préparation avant de résoudre notre problème de Grunwald
peut alors s'énoncer comme suit.

Lemme 3.7. Soient G un groupe �ni, k un corps de nombres et S un en-
semble �ni de places ultramétriques de k. Il existe une extension �nie K/k
telle que pour toute place v de S

(1) il existe une unique place w de K au-dessus de v ;
(2) l'extension Kw/kv est non rami�ée ;
(3) il existe une extension galoisienne L(v)/Kw totalement rami�ée ;
(4) le groupe Gal(L(v)/Kw) est isomorphe à un p-Sylow de G où p est la

caractéristique résiduelle de v.

Démonstration. Par le lemme 3.6 on obtient des extensions �nies non rami-
�ées K(v)/kv pour les places v de S et des extensions L(v)/K(v) totalement
rami�ées galoisiennes de groupes un p-Sylow de G. Quitte à faire des exten-
sions non rami�ées des K(v), et donc linéairement disjointes des L(v), on peut
supposer que les degrés [K(v) : kv] sont égaux. La proposition 3.4 appliquée
à cette situation donne l'existence de K.

Proposition 3.8. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier et
m,n des entiers naturels non nuls. Si p = 2 on suppose que m = 1 ou
m = 2. On note G le groupe Z/pmZ oSn. Soit S un ensemble �ni de places
ultramétriques de k contenant une place v au-dessus de p. Alors il existe une
extension �nie K/k et une extension L/K galoisienne de groupe G telles que

(1) au-dessus de chaque place de S, il existe une unique place de K et
elle est non rami�ée ;
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(2) le groupe d'inertie de Gal(L/K) en l'unique place w de K au-dessus
de v est un p-Sylow de G.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que S contient des
places au-dessus de tous les diviseurs premiers de CardG. Le lemme 3.7 ap-
pliqué avec k,G et S fournit une extension K/k et des extensions locales. Les
résultats de Saltman dans [Sa] permettent de réaliser ces extensions comme
complétés d'une extension L/K. En e�et d'après les théorèmes 2.1 et 5.1 de
[Sa], les groupes Z/pmZ et Sn admettent des extensions galoisiennes géné-
riques sur K (par choix de m pour p = 2) et donc le produit en couronne
G = Z/pmZ oSn aussi par le théorème 3.3 de [Sa]. Le théorème 5.9 de [Sa]
s'applique donc avec des sous-groupes Hi qui sont des sous-groupes de Sylow
de G et pour tout nombre premier ` au moins un `-Sylow fait partie des Hi

par choix de S.

3.2 Le groupe (Z/4Z oSn) o Z/2Z

On �xe pour cette partie un entier naturel non nul n. On voit le produit
en couronne G = Z/4Z oSn comme un groupe de matrices (voir [ShTo] et le
lemme 2.3 de [Ré]) plongé dans GLn(Q(i)) et H = GoZ/2Z est obtenu par
l'action de la conjugaison complexe sur G. On a le diagramme d'inclusions

H ⊂ AutQ Q(i)n

G ⊂

⊂

GLn(Q(i)).

⊂

Cela permet de voir H comme le produit direct d'ensembles G × {id, γ} où
γ ∈ AutQ Q(i) est la conjugaison complexe et on note un élément de H par
un couple (g, γ) ou (g, id) avec g ∈ G. Pour g ∈ G on utilise la notation

g = γ · g = (1, γ)(g, id)(1, γ).

Notre but est ici de résoudre un problème de Grunwald pour H sur un
corps de nombres K de manière à ce que K(i) = LG où L/K est galoisienne
de groupe H et un 2-Sylow de H est un groupe d'inertie de L. L'action de la
conjugaison complexe sur G est d'ordre 2 et donc il existe un 2-Sylow de G
stabilisé par celle-ci. On peut donc choisir H2, un 2-Sylow de H, de la forme
G2 o Z/2Z où G2 est un 2-Sylow de G.
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On commence par un lemme technique qui correspond au lemme 3.6 dans
le cas particulier que l'on traite ici.

Lemme 3.9. Soit M/Qnr
2 (i) une extension galoisienne �nie totalement sau-

vagement rami�ée. Il existe une extension �nie K2/Q2 non rami�ée et une ex-
tension galoisienne totalement rami�ée L2/K2 de groupe H2 véri�ant LG2

2 =
K2(i) et L2Q

nr
2 ∩M = Qnr

2 (i).

Démonstration. Par le lemme 3.5 on dispose d'une extension galoisienne
L/Qnr

2 de groupe de Galois V un pro-2 groupe libre de rang in�ni dénom-
brable. L'extension Qnr

2 (i) dé�nit un sous-groupe Ṽ d'indice 2 de V . Soit
B = (sk)k∈N une base de V . Le groupe Vlib =< sk | k ∈ N > est un groupe
libre inclus dans V dont l'adhérence est V et Ṽ ∩ Vlib = Ṽlib est un sous-
groupe d'indice 2 de Vlib dont l'adhérence est Ṽ . Il existe donc i ∈ N tel
que si /∈ Ṽlib. Quitte à renuméroter on peut supposer i = 0. Pour k ≥ 1,
si sk /∈ Ṽlib alors sks0 ∈ Ṽlib et donc quitte à remplacer sk par sks0 on
peut supposer que sk ∈ Ṽlib pour k ≥ 1. On véri�e alors que la famille
B̃ = {s2

0, sk, s0sks
−1
0 | k ≥ 1} est une base de Ṽlib, ce qui peut aussi se dé-

duire du théorème de Nielsen-Schreier. En raisonnant comme dans la preuve
du théorème 5.4.4 de [Wi] on obtient de plus que Ṽ est un pro-2 groupe libre
sur la même base. En e�et, il su�t pour cela de montrer qu'une application
θ : B̃ → A d'images presque toutes égales à 1A où A est un 2-groupe �ni
s'étend en un morphisme Ṽ → A de façon unique. Comme Ṽlib est libre sur
cette base on obtient un morphisme θ : Ṽlib → A qui étend l'application θ.

On considère pour cela l'application θ′ : Ṽlib → A2 dé�nie par x 7→
(θ(x), θ(s0xs

−1
0 )). Son noyau Ker θ′ est distingué dans Vlib et contient presque

tout B. Le quotient Vlib/Ker θ′ est un 2-groupe �ni car il contient avec in-
dice 1 ou 2 le groupe Ṽlib/Ker θ′ ⊂ A2 ce qui assure que le morphisme
Vlib → Vlib/Ker θ′ s'étend en un morphisme continu à V . On obtient le dia-
gramme suivant

Ṽ ⊂ V Vlib/Ker θ′

Ṽlib Ṽlib/Ker θ′θ′

L'image de Ṽ dans Vlib/Ker θ′ est contenue dans Ṽlib/Ker θ′ par continuité
du morphisme et densité de Ṽlib dans Ṽ . On a ainsi étendu θ′ donc θ en

16



composant par la première projection A2 → A et l'unicité de cette extension
découle aussi de la densité de Ṽlib.

On est maintenant en mesure de construire l'extension L2. CommeM est
galoisienne elle est donnée par un morphisme continu et surjectif f : Ṽ → F
dont les images de la base {s2

0, sk, s0sks
−1
0 | k ≥ 1} sont presque toutes égales

à 1F . Soit N un entier tel que pour tout k ≥ N , f(sk) = f(s0sks
−1
0 ) = 1F . On

dé�nit alors un morphisme surjectif ψ : Ṽ → G2 en choisissant des images de
la base {s2

0, sk, s0sks
−1
0 | k ≥ 1} de la façon suivante. On choisit pour chaque

élément de g ∈ G2\{1G2} un antécédent sk avec k > N et on impose ψ(s2
0) =

ψ(sm) = 1G2 pour les autres. On impose de plus ψ(s0sks
−1
0 ) = γ · ψ(sk) =

ψ(sk) pour tout k ≥ 1. On étend ce morphisme en un morphisme surjectif
ϕ : V → H2 en choisissant des images de la base {sk | k ∈ N} de façon
compatible. Pour cela on pose ϕ(s0) = (1G, γ) et ϕ(sk) = (ψ(sk), id) si k ≥ 1.
Le morphisme ϕ dé�nit une extension Lnr

2 /Q
nr
2 galoisienne de groupe H2 dont

le corps �xé par G2 est Qnr
2 (i) par construction et qui véri�e Lnr

2 ∩M = Qnr
2 (i)

car (f, ψ) : Ṽ → F ×G2 est surjectif.
À nouveau on peut descendre cette extension en une extension galoisienne

totalement rami�ée L2 de K2, une extension �nie non rami�ée de Q2, telle
que LG2

2 = K2(i) et L2Q
nr
2 = Lnr

2 .

Par la proposition 3.4 on dispose alors pour tout choix deM comme dans
l'énoncé d'une extension K/Q non rami�ée en 2 et avec une unique place
v au-dessus de 2 telle qu'on ait une extension galoisienne L2/Kv totalement
rami�ée de groupe H2 et dont le corps �xé par G2 est Kv(i). Ceci sera uti-
lisé pour le résultat principal de cette partie avec le lemme de géométrie
algébrique suivant qui permet de remplacer les résultats de Saltman.

Pour un corps de nombres K ne contenant pas i on note, par abus, x 7→ x
l'élément non trivial de Gal(K(i)/K). La restriction de cet automorphisme
à Q(i) induit la conjugaison complexe habituelle sur celui-ci.

Lemme 3.10. Soit K un corps de nombres ne contenant pas i. On fait agir
le groupe H par K-automorphismes sur R = K(i)[(Xg)g∈G] de manière à
avoir (h, γ) · xXg = xXhg pour h, g ∈ G et x ∈ K(i). Alors il existe un
ensemble �ni A, des polynômes algébriquement indépendants (Pa)a∈A de R
et un polynôme P ∈ K[(Pa)a∈A] \ {0} tels que

R[
1

P
]H = K[(Pa)a∈A,

1

P
].
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De plus, on peut choisir P de manière à ce que l'extension R[ 1
P

]/R[ 1
P

]H

soit étale.

Démonstration. On considère la représentation régulière de G sur K(i) don-
née par

Reg =
⊕
g∈G

K(i)Xg.

Le sous-espace V engendré par la famille de vecteurs Yi =
∑
g∈G

gi,1Xg, 1 ≤ i ≤

n est une sous-représentation de Reg isomorphe à la représentation standard
(donnée par G ⊂ GLn(K(i))). En e�et, pour h ∈ G on a

h · Yi =
∑
g∈G

gi,1Xhg

=
∑
g∈G

(h−1g)i,1Xg.

Or la matrice de h−1 est la conjuguée de la transposée de h d'où

h · Yi =
∑
g∈G

n∑
j=1

hj,igj,1Xg

=
n∑
j=1

hj,iYj.

Soient W un supplémentaire de V dans Reg et L = K(i)(Y1, . . . , Yn). Par le
lemme 3.5 de [CTS] on a

W ⊗ L = (W ⊗ L)G ⊗LG L.

Soit (F̃j)j∈J une base de (W ⊗ L)G sur LG. Comme on a une injection

(W ⊗ L)G −→ (Reg⊗L)G

on peut écrire F̃j =
∑
g∈G

g(Pj)⊗Xg avec Pj ∈ L.

Maintenant on aK(i)((Xg)g∈G) = L(W⊗L) = L((Fj)j∈J) avec Fj l'image
de F̃j par P⊗Xg 7→ PXg. Il suit l'égalité K(i)((Xg)g∈G)G = LG(Fj). On peut
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par ailleurs véri�er que LG est engendré par les fonctions symétriques en les
Y 4

1 , . . . , Y
4
n . D'après le théorème 1(c) de [Bo] IV.6.1 la famille {Y 4b1

1 · · ·Y 4bn
n |

0 ≤ bi ≤ n−i} est une base de K(i)(Y 4
i ) sur LG donc la famille {Y a1

1 · · ·Y an
n |

a ∈ A} avec A = {a ∈ Nn | ai ≤ 4(n − i) + 3} est une base de L sur LG.
Il suit que chaque Fj est une combinaison linéaire sur LG des éléments de la
famille

{Pa =
∑
g∈G

g(Y a1
1 · · ·Y an

n )Xg}a∈A.

Ces éléments étant stables par G on a des inclusions

K(i)((Xg)g∈G)G = LG(Fj) ⊂ LG(Pa) ⊂ K(i)((Xg)g∈G)G

d'où l'égalité K(i)((Xg)g∈G)G = LG((Pa)a∈A).
De plus, le calcul suivant montre que les P(4k−1,0,...,0) pour 1 ≤ k ≤ n

engendrent K(i)[Yi]
G par les formules de Newton :

P(4k−1,0,...,0) =
∑
g∈G

g · (Y 4k−1
1 )Xg

=
∑
g∈G

(
n∑
i=1

gi,1Yi)
4k−1Xg

=
∑
g∈G

n∑
i=1

gi,1Y
4k−1
i Xg

=
n∑
i=1

Y 4k−1
i

∑
g∈G

gi,1Xg

=
n∑
i=1

Y 4k
i .

Il suit K(i)((Xg)g∈G)G = K(i)((Pa)a∈A) et on en déduit l'indépendance al-
gébrique de la famille (Pa)a∈A car degtrK(i)((Xg)g∈G) = CardG = CardA.
Finalement, il existe P ∈ K(i)[(Pa)a∈A]\{0}, que l'on peut choisir stable par
conjugaison, tel que

R[
1

P
]G = K(i)[(Pa)a∈A,

1

P
]

et comme les Pa sont stables par conjugaison on a même

R[
1

P
]H = K[(Pa)a∈A,

1

P
].
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Quitte à rajouter des facteurs à P de manière à ce que l'extension soit
étale on a le résultat annoncé.

On peut �nalement déduire des propositions précédentes le résultat de
type Grunwald que l'on veut.

Théorème 3.11. Soit M/Qnr
2 (i) une extension galoisienne �nie totalement

sauvagement rami�ée. Il existe un corps de nombres K non rami�é en 2 et
une extension galoisienne L/K de groupe H telle que

(1) le groupe d'inertie en une place w de L au-dessus de 2 est H2 ;
(2) LG2

w = Kv(i) où v = w|K ;
(3) LwQnr

2 ∩M = Qnr
2 (i).

Démonstration. Par le lemme 3.9 appliqué avecM on dispose d'une extension
locale L2/K2 telle que LG2

2 = K2(i) et par la proposition 3.4 d'un corps de
nombres K et d'une place v de K au-dessus de 2 telle que Kv = K2.

Maintenant, le lemme 3.10 appliqué avec K fournit un morphisme �ni
étale galoisien de groupe H

π : W −→ U

où W = SpecK(i)[(Xg)g∈G,
1
P

] et U = SpecK[(Pa)a∈A,
1
P

] avec les notations
du lemme.

On pose L2 = IndHH2
L2 la K2-algèbre galoisienne de groupe H produit de

[H : H2] copies de L2 et véri�ant

LG2 = LG2
2 = K2(i).

Par le lemme 5.2 de [Sa] appliqué au polynôme P̃ ∈ K[(Xh)h∈H ] déduit
de P par la substitution Xg = Xg,id +Xg,γ il existe une base normale (ξh)h∈H
de L2 sur K2 qui n'annule pas P̃ . La famille (wg)g∈G dé�nie par

wg = ξg,id + ξg,γ

est alors une base normale de L2 sur K2(i) qui véri�e de plus

wg = wg.

En e�et on a, pour g ∈ G, ξg,id = ξg,γ, ξg,γ = ξg,id par dé�nition du produit
semi-direct et du fait que les (ξh)h∈H forment une base normale de L2 sur
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K2. Par construction on a de plus P ((wg)g∈G) = P̃ ((ξh)h∈H) 6= 0. On dé�nit
donc une spécialisation qui respecte l'action de H par Xg 7→ wg de manière
à ce que P (wg) 6= 0. Cela induit un diagramme commutatif

K(i)[(Xg)g∈G,
1
P

] K[(Pa)a∈A,
1
P

]

L2 K2.

ϕ2

Le morphisme ϕ2 détermine ainsi unK2-point z2 de U . La �bre de z2 ∈ U(K2)
est SpecL2 par construction.

Il reste à voir qu'un point K-rationnel de U assez proche de z2 a une �bre
connexe qui donne une extension de corps qui convient. Comme U véri�e
l'approximation faible on peut, par le théorème 1.3 de [Ek], choisir unK-point
z ∈ U su�samment proche de z2 pour la topologie analytique sur U(K2) dont
la �bre est connexe et assez proche de manière à avoir l'égalité π−1(ι∗2z) =
π−1(z2) par le lemme 3.5.74 de [Po], avec ι2 : SpecK2 → SpecK. Soit L le
corps tel que π−1(z) = SpecL. C'est une extension galoisienne de groupe H.
Par ce qui précède on a un isomorphisme de K2-algèbres galoisiennes

L⊗K2 ' L2

ce qui assure le comportement local de L.

4 Variétés abéliennes tordues

On va maintenant utiliser les résultats des deux parties précédentes pour
construire les variétés abéliennes de l'énoncé du théorème 1.1. Notre méthode
consiste à tordre une variété abélienne A, c'est-à-dire la remplacer par une
variété abélienne B sur K telle que BL ' AL pour une extension galoisienne
�nie L/K (on dit que B est une L/K-forme de A). On commence par étudier
l'e�et de ce procédé sur les groupes de monodromie �nie.

4.1 Les résultats de torsion

On généralise le théorème 4.3 de [SZ2] énoncé pour les corps locaux dans
deux directions di�érentes. Tout d'abord on obtient une généralisation directe
aux corps de nombres et dans un second temps on donne une version avec
des hypothèses réduites.
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Dans la suite de cette partie, pour un corps de nombres K et une place
non archimédienne v de K, on �xe un choix de plongement K ↪→ Kv et
donc une place v de K au-dessus de v. On note I(v/v) le groupe d'inertie
de Kv/Kv vu comme sous-groupe du groupe de décomposition de Gal(K/K)
associé à v.

Théorème 4.1. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un corps
de nombres K ayant bonne réduction et L/K une extension galoisienne �nie.
Pour toute place �nie v de K, on note Iv le sous-groupe d'inertie de la place
v|L de L au-dessus de v. Soit

c : Gal(L/K) −→ AutAL

un morphisme injectif. Alors il existe une variété abélienne B de dimension
g sur K telle qu'on ait des isomorphismes ΦB,v ' Iv pour toute place �nie v
de K.

Démonstration. On considère le morphisme

c̃ : Gal(K/K)→ AutAL

obtenu en composant c et la surjection Gal(K/K)→ Gal(L/K).
Soient B la variété abélienne obtenue en tordant A par le cocycle c̃ et

ϕ l'isomorphisme BL → AL qui véri�e ϕσ(ϕ)−1 = c̃(σ) pour tout σ ∈
Gal(K/K) (ce procédé est décrit page 131 de [Se2]).

Soient v une place �nie de K et w = v|L la place de L au-dessus de v
dé�nie par v. On a ΦB,v = I(v/v)/IB,v où IB,v = {σ ∈ I(v/v) | ρB,`(σ) = 1}
avec ` un nombre premier distinct de la caractéristique p du corps résiduel
de v. On obtient

ρB,`(σ) = σ(ϕ−1)ρA,`(σ)ϕ = ϕ−1c̃(σ)ρA,`(σ)ϕ.

Il suit
IB,v = {σ ∈ I(v/v) | c̃(σ)ρA,`(σ) = 1}.

Comme A a bonne réduction on a ρA,`(σ) = 1 ce qui donne IB,v =
Ker c̃|I(v/v). On montre maintenant l'égalité Ker c̃|I(v/v) = I(v/w). Par dé-
�nition de c̃ on a Ker c̃ = Gal(K/L) car Ker c = {1}. Il suit Ker c̃|I(v/v) =
Gal(K/L) ∩ I(v/v) = I(v/w). On en déduit

ΦB,v = I(v/v)/I(v/w) = Iv.
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L'énoncé précédent ne su�t pas pour construire des variétés abéliennes
CM avec monodromie �nie sauvage maximale en une place résiduelle de ca-
ractéristique 2. Pour ce faire on s'a�ranchit de l'hypothèse de bonne réduc-
tion. Dans le cas d'une variété abélienne sur un corps local on utilise des
notations analogues à celles introduites dans le paragraphe 1.3 sans la men-
tion de la place en indice.

Théorème 4.2. Soient A une variété abélienne sur un corps local K à corps
résiduel algébriquement clos et L/K une extension galoisienne �nie. On sup-
pose que le corps KA de dé�nition des endomorphismes de AK est un sous-
corps de L et que A a bonne réduction potentielle. On suppose de plus que
L ∩KA,s = KA. Soit

c : Gal(L/K) −→ AutAL

un cocycle tel que c|Gal(L/KA) est injectif. Alors la L/K-forme de A associée
au cocycle c est une variété abélienne B sur K telle que

[L : KA][KA,s : K] | [KB,s : K] Card C | [LKA,s : K] Card C

où C est le centralisateur de Gal(KA,s/KA) dans ΦA = Gal(KA,s/K).

Démonstration. On considère le cocycle

c̃ : Gal(K/K)→ AutAL

obtenu en composant c et la surjection Gal(K/K)→ Gal(L/K).
Soient B la variété abélienne obtenue en tordant A par le cocycle c̃ et

ϕ l'isomorphisme BL → AL qui véri�e ϕσ(ϕ)−1 = c̃(σ) pour tout σ ∈
Gal(K/K).

On a ΦB = Gal(K/K)/IB où IB = {σ ∈ Gal(K/K) | ρB,`(σ) = 1} avec
` un nombre premier distinct de la caractéristique p du corps résiduel. On
obtient par la formule de torsion, pour tout σ ∈ Gal(K/K),

ρB,`(σ) = σ(ϕ−1)ρA,`(σ)ϕ = ϕ−1c̃(σ)ρA,`(σ)ϕ.

Il suit
IB = {σ ∈ Gal(K/K) | c̃(σ)ρA,`(σ) = 1}.

Soit σ ∈ IB,v. L'action de c̃(σ) sur le module de Tate T`A se fait par KA-
automorphismes. Il suit que c̃(σ) vu comme automorphisme de T`A commute
aux éléments de Gal(KA,s/KA) ⊂ Aut T`A. La dernière inclusion vient de ce
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que ρA,` induit une injection Gal(KA,s/K) ⊂ Aut T`A par dé�nition de KA,s.
Il suit que ρA,`(σ) commute aux éléments de Gal(KA,s/KA) car ρA,`(σ) =
c̃(σ)−1 et est donc dans C.

Les hypothèses donnent le diagramme d'extensions suivant

LKA,s

L

<<

KA,s

cc

KA

::bb

K

OO

On considère maintenant la restriction (ρA,`)|IB : IB → Gal(KA,s/K). Par
ce qui précède son image est dans C et son noyau est par construction IB ∩
Ker ρA,`. On montre que cette intersection est égale à Gal(K/LKA,s). Soit
donc σ ∈ IB ∩ Ker ρA,`. Comme Ker ρA,` = Gal(K/KA,s) on a σ|KA,s

= id
et en particulier σ|KA

= id. La description de IB assure par ailleurs que
c̃(σ) = c(σ|L) = 1. Or σ|L ∈ Gal(L/KA) par ce qui précède et l'hypothèse sur
c donne σ|L = id. Il suit σ|LKA,s

= id comme annoncé.
On a

[KB,s : K] = Card Gal(LKA,s/K)/(IB/Gal(K/LKA,s))

et on déduit de l'étude précédente

Card IB/Gal(K/LKA,s) | Card C.

Finalement on obtient

[L : KA][KA,s : K] | [KB,s : K] Card C

comme annoncé.

4.2 Les résultats d'existence

Le théorème 1.1 est obtenu à partir des constructions suivantes. La pre-
mière donne pour chaque premier impair l'existence de variétés abéliennes
avec grosse monodromie �nie sauvage.
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Proposition 4.3. Soient K un corps de nombres et g un entier non nul.
On note p un diviseur premier impair de M(2g). On suppose qu'il existe une
variété abélienne A sur K véri�ant

(i) dimA = p−1
2

;
(ii) EndA ' Z[ζp];
(iii) A admet une polarisation principale ;
(iv) A a bonne réduction.

Soit S un ensemble �ni de places ultramétriques de K contenant une place v
au-dessus de p. Alors il existe une extension �nie L de K telle que,

(1) au-dessus de chaque place de S il existe une unique place de L et elle
est non rami�ée ;

(2) si w est la place de L au-dessus de v il existe une variété abélienne
B principalement polarisée de dimension g sur L véri�ant

Card ΦB,w = pr(2g,p).

Démonstration. On note G le groupe Z/pZ oSn avec n = b 2g
p−1
c. La propo-

sition 3.8 assure l'existence d'une extension L de K véri�ant la propriété (1)
et qui admet de plus une extension galoisienne M/L de groupe G dont le
groupe d'inertie au-dessus de w est un p-Sylow de G.

Par les hypothèses sur A on a AutAn ' GLn(Z[ζp]). Le groupe G s'iden-
ti�e alors à un sous-groupe unitaire de Aut(An) en considérant les matrices
ayant exactement un élément de {1, ζp, . . . , ζp−1

p } par ligne et par colonne
(voir la proposition 4 de [GL] pour plus de détails). On obtient une injection

c : Gal(M/L) −→ Aut(AnM).

Le théorème 4.1 donne alors l'existence d'une variété abélienne B′, M/L-
forme de AnL avec pour groupe de monodromie �nie en w un p-Sylow de G
qui d'après le lemme 3.2 est de cardinal pr(2g,p). Soit une telle variété abé-
lienne B′. On peut choisir une polarisation principale de An par produit d'une
polarisation principale sur A qui donne la conjugaison complexe comme in-
volution de Rosati sur EndA. La polarisation produit est principale et son
involution de Rosati est la composition de la transposition et de la conju-
gaison complexe sur les coe�cients des matrices. Comme le cocycle que l'on
considère a pour image un groupe de matrices unitaires la condition du lemme
2.4 est véri�ée et B′ admet une polarisation principale.

La dimension de B′ est b = dimAn = p−1
2
· b 2g

p−1
c ≤ g. Soit k = g − b.

On considère B = B′×Ck où C est une courbe elliptique sur L ayant bonne
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réduction en v1 (on peut même choisir C potentiellement CM en prenant
pour équation de C soit y2 + y = x3 soit y2 = x3 − x selon p). Alors B est
une variété abélienne de dimension g qui admet une polarisation principale
et avec ΦB,w ' ΦB′,w par construction. Il suit que L véri�e aussi (2).

La situation pour p = 2 est plus délicate. On va construire des formes
tordues de puissances de la courbe elliptique E : y2 = x3 − x sur Q. L'appli-
cation du théorème 4.2 avec un corps L bien choisi va permettre de gagner
un facteur 2 par rapport à la construction générale utilisée pour les premiers
impairs. Un corps L qui convient est bien sûr donné par le théorème 3.11.

Théorème 4.4. Soit g un entier naturel non nul. Il existe une variété abé-
lienne A principalement polarisée de dimension g sur un corps de nombres
K telle que AK est CM et Card ΦA,v = 2α avec α ≥ r(2g, 2) + 1− g pour une
place v de K de corps résiduel de caractéristique 2.

Démonstration. Soit E la courbe elliptique donnée par l'équation y2 = x3−x
sur Q. Le corps de dé�nition des endomorphismes de EQ est Q(i) et E
a bonne réduction potentielle en 2 avec pour groupe de monodromie �nie
ΦE,2 = Q8 le groupe des quaternions d'ordre 8, comme le montre le tableau
p. 358 de [Kr] (on a ∆ = 26 et c4 = 24 · 3). Sur Qnr

2 on a une tour Qnr
2 ⊂

Qnr
2 (i) ⊂ (Qnr

2 )E,s où Gal((Qnr
2 )E,s/Q

nr
2 (i)) est isomorphe à Z/4Z et est son

propre centralisateur dans ΦE,2. Soit A = Eg. Le théorème 3.11 appliqué
avec M = (Qnr

2 )A,s fournit un corps de nombres K non rami�é en 2 et une
extension galoisienne L de K de groupe H telle que

(1) H2 est le groupe d'inertie d'une place w au-dessus de 2;
(2) LG2

w = Kv(i) où v = w|K ;
(3) LwQnr

2 ∩ (Qnr
2 )A,s = Lnr

w ∩ (Qnr
2 )A,s = (Qnr

2 )A = Qnr
2 (i).

On note G̃ le sous-groupe Gal(L/K(i)) de Gal(L/K). L'injection L ↪→ Lw
donne une inclusion G2 ⊂ G̃ et le fait que (1, γ) ∈ H2 agit non trivialement
sur i. Comme G̃ est d'indice 2 il est distingué et la suite exacte

1 G̃ H Z/2Z 1

est scindée par le choix de l'élément (1, γ) ∈ H. On a donc une écriture de H
comme produit semi-direct de G̃ et {(1, id), (1, γ)} ce qui permet de dé�nir
un cocycle

c : Gal(L/K) −→ AutAL
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comme dans la démonstration de la proposition 2.2 de [Ré]. Par construction
ce cocycle véri�e que la restriction c|G̃ est injective.

Soit B la variété abélienne obtenue comme L/K-forme de A associée au
cocycle c. Alors BQnr

2
est la Lnr

w /Q
nr
2 -forme de AQnr

2
associée à ce même cocycle

restreint à H2. De plus, la restriction c|G2 est injective du fait que c|G̃ l'est

et G2 ⊂ G̃. Les hypothèses du théorème 4.2 sont véri�ées et celui-ci montre
que B véri�e l'énoncé. En e�et on obtient les divisibilités

[Lnr
w : Qnr

2 (i)][Qnr
2 (i) : Qnr

2 ][(Qnr
2 )A,s : Qnr

2 (i)] | [(Qnr
2 )B,s : Qnr

2 ] · Card C

et
[(Qnr

2 )B,s : Qnr
2 ] | [Lnr

w (Qnr
2 )A,s : Qnr

2 ]

où C est le centralisateur de Gal((Qnr
2 )A,s/Q

nr
2 (i)) dans Gal((Qnr

2 )A,s/Q
nr
2 ).

Cela donne Card ΦB,v = [(Qnr
2 )B,s : Qnr

2 ] = 2α pour un entier α. De plus on
a par construction [Lnr

w : Qnr
2 (i)][Qnr

2 (i) : Qnr
2 ] = CardH2 = 2r(2g,2)−g+1 et

[(Qnr
2 )A,s : Qnr

2 (i)] = Card C = 4. On en déduit l'inégalité

α ≥ r(2g, 2) + 1− g.

On montre que B est principalement polarisée avec le lemme 2.4 comme
dans la démonstration précédente.

On est �nalement en mesure de démontrer le théorème principal.

Théorème 4.5. Soient g un entier naturel non nul et K un corps de nombres
non rami�é en 2. On note p1, . . . , pn les diviseurs premiers impairs deM(2g).
Alors il existe une extension �nie L de K telle que pour chaque i ∈ {1, . . . , n}
il existe une variété abélienne Ai de dimension g principalement polarisée sur
L et une place vi de L avec

Card ΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i

et il existe une variété abélienne principalement polarisée A de dimension g
sur L et une place v de L telles que

Card ΦA,v = 2α

et α ≥ r(2g, 2) + 1− g.
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Démonstration. On rappelle (voir paragraphe 1.3) que les groupes de mono-
dromie �nie sont invariants par extension non rami�ée.

On construit maintenant le corps L de l'énoncé par compositum. Pour un
corps de nombres L′ on note SL′ l'ensemble des places ultramétriques de L′

divisant 2 ou l'un des pi.
Par le théorème 4.4 il existe un corps L2 avec une variété abélienne prin-

cipalement polarisée A de dimension g sur L2 et une place v au-dessus de 2
de L2 telles que

Card ΦA,v = 2α

où α ≥ r(2g, 2) + 1− g.
Par ailleurs la proposition 2.2 assure l'existence de corps Kpi pour tous

les pi, rami�és seulement en pi et des places de caractéristiques résiduelles
p > max pi, tels que toute extension K ′/Kpi véri�e les hypothèses de la pro-
position 4.3 pour SK′ . On considère alors l'extension K ′ obtenue par compo-
situm de K, L2 et les Kpi . Par construction K

′/L2 est non rami�ée au-dessus
de v. La proposition 4.3 alors appliquée avec K ′ et chacun des pi donne des
extensions Lpi/K

′ non rami�ées au-dessus de SK′ et avec une place vi au-
dessus de pi ainsi qu'une variété abélienne Ai de dimension g principalement
polarisée sur Lpi véri�ant

Card ΦAi,vi = p
r(2g,pi)
i .

Le corps L/K ′ obtenu par compositum des Lp est non rami�é au-dessus
de SK′ par construction et donc convient.

Remarque 4.6. On aurait pu énoncer le théorème sur un corps de nombres
K seulement modérément rami�é au-dessus de 2. De plus, si on ne demande
que l'existence de variétés abéliennes avec monodromie �nie sauvage maxi-
male pour les premiers impairs le théorème vaut sur tout corps de nombres
K.

5 Une majoration dans le cas CM

On considère dans cette partie un corps de nombres K, une variété abé-
lienne A de dimension g sur K et une place �nie v de K. On note comme
précédemment KA le corps de dé�nition des endomorphismes de AK et A′ la
variété abélienne AKA

. Le but est l'obtention du théorème 1.2 que l'on déduit
du cas isotypique.
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On suppose donc dans un premier temps que AK est isotypique et CM.
En particulier, par le théorème 6.(a) de [ST], la variété abélienne A a bonne
réduction potentielle et, par le lemme 2.5, A′ est isogène à une puissance d'une
variété abélienne B simple et CM sur KA. On note Z le corps EndB ⊗ Q
qui n'est autre que le centre de EndA′ ⊗Q. On introduit pour cette partie
les notations suivantes :

2d = [Z : Q], h =
g

d
et n = v2(2d).

Avec ces notations A′ est isogène à Bh et la dimension de EndA′⊗Q sur son
centre Z est h2. On �xe de plus une place w de KA au-dessus de v. Comme
les groupes de monodromie �nie sont invariants par isogénie et puissance on
a ΦA′,w ' ΦB,w.

Proposition 5.1. On a la relation de divisibilité

Card ΦA,v | [KA : K] CardµZ

où µZ est le groupe des racines de l'unité de Z.

Démonstration. On note LA′ et LA les extensions de KA,w et Kv respecti-
vement telles que Gal(LA′/KA,w) = ΦA′,w et Gal(LA/Kv) = ΦA,v. On a le
diagramme d'extensions locales suivant

LA′

LA KA,w

Kv

ΦA′,w

ΦA,v

Il suit la relation de divisibilité

Card ΦA,v | [KA,w : Kv] Card ΦA′,w.

Or par le théorème 6.(b) de [ST] Card ΦA′,w = Card ΦB,w divise CardµZ et
par ailleurs [KA,w : Kv] divise [KA : K] du fait que KA/K est une extension
galoisienne.
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On est alors amené à majorer la 2-partie de [KA : K] en fonction de Z
et g. Le théorème 1.2 de [GK] donne une borne de divisibilité pour [KA : K]
optimale mais indépendante de Z ce qui n'est pas su�sant ici.

On introduit les notations

F (p) = F ∩Q(µp∞), m(F, p) = inf{m ≥ 1 | F (p) ⊂ Q(µpm), pm 6= 2}

et t(F, p) = [Q(µpm(F,p)) : F (p)] où F est un corps de nombres, µpm le groupe
des racines pm-èmes de l'unité et Q(µp∞) la réunion des Q(µpm) pour m ≥ 1.
La borne de Schur est alors donnée, pour un entier naturel non nul s et un
corps de nombres F, par

S(s, F ) = 2s−bs/t(F,2)c
∏

p premier

pm(F,p)bs/t(F,p)c
(⌊ s

t(F, p)

⌋
!
)
p
,

où bxc est la partie entière de x et mp = pvp(m). On a en particulier

v2(S(s,Q(i))) = r(2s, 2)− s.

D'après la preuve de la proposition 3.6 de [Ré] on a la divisibilité

[KA : K] | [Z : Q]ΓZ(h)

en notant

ΓZ(h) = ppcm{CardG | G ⊂ A×/Z×, [A : Z] = h2}

où A parcourt les algèbres centrales simples sur Z de dimension h2 et G les
sous-groupes �nis de A×/Z×. Les théorèmes 4.1 et 4.2 du même article relient
ΓZ(d) à la borne de Schur et donnent ici

[KA : K] CardµZ | [Z : Q]S(h, Z). (1)

On va majorer la valuation 2-adique du produit [Z : Q]S(h, Z). Avec les
notations simpli�ées m(Z, 2) = m, t(Z, 2) = t on a, pour tout entier naturel
non nul s,

v2(S(s, Z)) = s+ (m− 1)
⌊s
t

⌋
+
∞∑
i=1

⌊ s
2it

⌋
.

On remarque que v2(S(s, Z)) ne dépend que de m et t, c'est-à-dire que
v2(S(s, Z)) = v2(S(s, Z(2))).

De cette formule exacte on peut déduire le lemme suivant qui nous ramène
à étudier le cas d'une valuation maximale lorsque le degré de l'extension Z/Q
est �xé.
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Lemme 5.2. Soient s, d des entiers naturels non nuls et n = v2(2d). Le
maximum des v2(S(s, Z)) lorsque Z parcourt les corps de nombres de degré
2d est obtenu pour une extension de degré 2d

2n
de Z(2) = Q(µ2n+1). De plus,

ce maximum est atteint seulement si Z(2) = Q(µ2n+1).

Démonstration. On sait par le lemme 4.4 de [Ré] que t = 1 ou 2. Comme
la formule est croissante avec m pour t �xé il su�t de comparer les valeurs
pour m maximal dans les deux cas. Pour t = 1 la valeur maximale possible
de m est n+ 1 et elle est n+ 2 pour t = 2. Il su�t donc de véri�er

s+ ns+
∞∑
i=1

⌊ s
2i

⌋
− s− (n+ 1)

⌊s
2

⌋
−
∞∑
i=1

⌊ s

2i+1

⌋
> 0.

Or on a ⌊s
2

⌋
+ ns > (n+ 1)

⌊s
2

⌋
pour n ≥ 1.

Appliqué à notre situation ce lemme donne l'inégalité suivante

v2([Z : Q]S(h, Z)) ≤ v2

(
2nS(h,Q(µ2n+1))

)
.

Par ailleurs le calcul suivant permet de se ramener à Q(i) :

v2(S(h,Q(µ2n+1))) = v2(S(2n−1h,Q(i)))− 3 · 2n−1h+ (n+ 2)h.

En e�et, on a

v2(S(h,Q(µ2n+1)))− v2(S(2n−1h,Q(i))) = h+ nh+
∑
i≥1

⌊ h
2i

⌋
− 2n−1h− 2n−1h−

∑
i≥1

⌊2n−1h

2i

⌋

= (n+ 1)h− 2 · 2n−1h− h
n−2∑
i=0

2i

= (n+ 2)h− 3 · 2n−1h.

On peut maintenant conclure dans le cas isotypique.
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Théorème 5.3. Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps
de nombres K telle que AK est isotypique et CM. Alors on a la majoration

v2(Card ΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g + 1

pour toute place ultramétrique v de K. De plus l'égalité ne peut intervenir que
lorsque AK est isogène à une puissance de la courbe elliptique y2 = x3 − x.

Démonstration. Par la proposition 5.1 et la relation de divisibilité (1) on a

v2(Card ΦA,v) ≤ v2([Z : Q]S(h, Z)).

Le calcul qui suit le lemme 5.2 permet alors de majorer v2(Card ΦA,v) par

v2(S(2n−1h,Q(i)))− 3 · 2n−1h+ (n+ 2)h+ n.

Finalement avec h ≥ 1 et la croissance stricte en s de v2(S(s,Q(i))) on
obtient

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i)))− 3 · 2n−1 + 2n+ 2.

On raisonne maintenant suivant la valeur de n. Si n ≥ 2 on a −3 · 2n−1 +
2n+ 2 ≤ 0 et il vient

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) = r(2g, 2)− g.

Dans le cas n = 1, on distingue alors deux situations. Tout d'abord si
Z(2) 6= Q(i) l'inégalité du lemme 5.2 est stricte donc on obtient

v2(Card ΦA,v) < v2(S(h,Q(i))) + 1

ce qui donne
v2(Card ΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g.

Il reste la situation où n = 1 et Z(2) = Q(i). La majoration est alors

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(S(h,Q(i))) + 1.

Si Z 6= Z(2) la croissance stricte en s de v2(S(s,Q(i))) donne

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) = r(2g, 2)− g
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et si Z = Z(2) alors h = g et l'inégalité est bien

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(S(g,Q(i))) + 1 = r(2g, 2)− g + 1.

Dans ce cas Z = Q(i) impose que B est une courbe elliptique avec multi-
plication complexe par Q(i). La théorie de la multiplication complexe donne
alors que BK est isogène à la courbe d'équation y2 = x3 − x.

On termine cette partie par le passage du cas isotypique au cas général
qui nécessite un dernier lemme technique de majoration inspiré du lemme
4.6 de [GK].

Lemme 5.4. Soit p un nombre premier. Pour des entiers naturels non nuls
s et g tels que s divise g, on a l'inégalité

sr(
2g

s
, p) + vp(s!) ≤ r(2g, p).

Démonstration. Soit k le plus petit entier naturel tel que
⌊

2g
spk(p−1)

⌋
= 0. On

a

r(2g, p) =
∞∑
i=0

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
=

k−1∑
i=0

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
+
∞∑
i=k

⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
.

Alors pour i < k, c'est-à-dire
⌊

2g
spi(p−1)

⌋
6= 0, on a

s ·
⌊ 2g

spi(p− 1)

⌋
≤
⌊ 2g

pi(p− 1)

⌋
d'où

sr(
2g

s
, p) +

∞∑
i=1

⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
≤ r(2g, p).

Par ailleurs, par choix de k,
⌊

2g
spk−1(p−1)

⌋
≥ 1 et il suit que, pour i ≥ 1,⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
=
⌊ 2g

spk−1(p− 1)
· s
pi

⌋
≥
⌊ 2g

spk−1(p− 1)

⌋
·
⌊ s
pi

⌋
≥
⌊ s
pi

⌋
ce qui donne

∞∑
i=1

⌊ 2g

pk−1pi(p− 1)

⌋
≥ vp(s!).
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Une disjonction de cas permet �nalement d'obtenir la majoration.

Théorème 5.5. Soit A une variété de dimension g sur un corps de nombres
K telle que AK est CM. Alors on a

v2(Card ΦA,v) ≤ r(2g, 2) + 1− g

pour toute place ultramétrique v de K. De plus, l'égalité ne peut intervenir
que lorsque une composante isotypique de AK est isogène à une puissance de
la courbe elliptique y2 = x3 − x.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension g de A.
Le cas où AK est isotypique est traité dans le théorème 5.3. On suppose

donc que AK n'est pas isotypique.
Soient C1, . . . , Cn les composantes isotypiques de AK , avec n ≥ 2 par

hypothèse, qui sont permutées par l'action de Gal(K/K).
S'il existe deux parties (Ci)i∈I , (Cj)j∈J ⊂ {C1, . . . , Cn} non vides et stables

par cette action telles que I ∪ J = {1, . . . , n}, alors il existe des sous-variétés
abéliennes non nulles C et D de A telles que CK =

∑
i∈I Ci, DK =

∑
j∈J Cj

et A = C+D. En particulier on a HomK(CK , DK) = 0 ce qui assure que seule
l'une des variétés CK et DK peut avoir une composante isotypique isogène
à une puissance de la courbe E : y2 = x3 − x. Soient LA, LC et LD les plus
petites extensions galoisiennes de Knr

v sur lesquelles A,C et D atteignent
réduction semi-stable. Alors on a l'inclusion LA ⊂ LCLD et comme le groupe
de Galois de LCLD sur Knr

v est un sous-groupe du produit ΦC,v × ΦD,v on a
l'inégalité

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(Card ΦC,v) + v2(Card ΦD,v).

On note g1 = dimC et g2 = dimD. Par l'hypothèse de récurrence on obtient

v2(Card ΦC,v) + v2(Card ΦD,v) ≤ r(2g1, 2)− g1 + r(2g2, 2)− g2 + 1

≤ r(2g, 2)− g + 1

ce qui conclut dans ce cas. De plus, l'une des variétés CK ou DK a une
composante isotypique isogène à une puissance de la courbe E : y2 = x3 − x
si et seulement si c'est le cas pour AK . Il suit que si AK n'a pas de telle
composante isotypique l'inégalité est stricte.

Sinon l'action est transitive. Les variétés abéliennes Ci sont conjuguées
sous l'action du groupe de Galois et ont donc même dimension g/n. Dans ce
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cas les algèbres EndCi⊗Q sont toutes isomorphes. La théorie de la multipli-
cation complexe assure alors que si l'une des Ci est isogène à une puissance
de la courbe E : y2 = x3 − x les autres le sont aussi, ce qui est absurde.

Soit L/K donné par le noyau de l'action de Gal(K/K) sur les Ci. On a
[L : K]|n! et il existe des sous-variétés Di de AL telles que (Di)K = Ci et
AL est isogène au produit des Di. Par ailleurs pour une place w|v de L on a
l'inégalité

v2(Card ΦA,v) ≤ v2(Card ΦAL,w) + v2([L : K]).

Or, par le théorème 5.3 on a

v2(Card ΦDi,w) ≤ r(
2g

n
, 2)− g

n

pour tout i ≥ 1. Il suit par le lemme 5.4 et l'hypothèse de récurrence

v2(Card ΦAL,w) ≤
n∑
i=1

v2(Card ΦDi,w)

≤
n∑
i=1

(r(
2g

n
, 2)− g

n
)

≤ r(2g, 2)− g − v2(n!).

Finalement on a obtenu

v2(Card ΦA,v) ≤ r(2g, 2)− g − v2(n!) + v2([L : K])

≤ r(2g, 2)− g.
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